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Exercice 0.1 * Bases orthormeées

[?]
Soient (e1,...,eq), (fi,...,fa) deux bases orthonormées d’un espace euclidien (E,(.|.)). Si
u € Z(F), montrer que la quantité

D7 (uled), £;)* (*)
1<i,j<d

est indépendante du choix de ces deux bases.

Solution :  (f;){ étant orthonormée, on a avec Pythagore
d d
D fule) fi)* =3 ) fuled). f;)? leu el
1<i,j<d i=1 j=1

nous sommes donc déja assurés que (x) ne dépend pas (f;){. Il reste a prouver que

leu e))|” = Zl\u £l
d

Pour cela si A = ((a;;)) désigne la matrice de u dans la base (e;)§
trace(A*A Z a Z [lu(e)||?
1<i,j<d

de méme

d
> llu(fi)ll* = trace(B'B)
i=1

ot B = mat(u, (f;){) = P~YAP et P € GL4(R) est la matrice de passage entre les deux bases. Ces
deux bases étant orthonormées, P est orthogonale i.e. P~' =*P et par suite

trace(B'B) = trace(P AP (P~'AP) = trace(P ' AP'P*A'P) = trace(P *A'AP) = trace(A"A).
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