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Exercice 0.1 * Autour de la trace
[?]
Soit A € M, (R) telle que
VX e M,(R), tr(X) =0= tr(4X) = 0.

Montrer qu’il existe A € R tel que A = \I,,.

Solution : Muni du produit scalaire (A, B) = tr(A'B), M,,(R) est un espace euclidien et

E:={AcM,R) : tr(A) =0}
est un sous-espace vectoriel de M,,(R) de dimension n? — 1 : c’est en effet le noyau de la forme
linéaire
v Ae M,(R) — ¢(A) = tr(A)

donc dim E + dim (im(p)) = n? = dim E = n? — dim (im(p)) = n? — 1 car im(p) est un
sous-espace non réduit a Iorigine de R donc égal a R.
Par suite dim EL+ =1 et EX = RI,, car bien sir I,, € E+, mais

(VX € Mp(R), tr(X) =0 = tr(AX) =0=(4,'X)) < (A€ E"=RI,)
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