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Exercice 0.1 * Le commutant dans M (K)
A toute matrice A € M(K) on associe

%a = {B e My(K) : AB = BA}

son commutant. Montrer que €4 est de dimension 2 ou 4.

Solution : Soit
A =aF11 + bE12 + cEy + dE22 ()

la décomposition de A dans la base canonique de M»(K).

-Si A est scalaire (i.e. A=Al ), €4 = M>(K) est donc dimension 4.

-Si A est diagonale mais non scalaire, on vérifie encore sans peine avec (%) que €4 est de
dimension 2.

-Sinon, A est non scalaire et A et Is sont libres, et €4 est de dimension supérieure ou égale a
2. Supposons €4 de dimension supérieure ou égale a 3. Dans M>(K) de dimension 4 il se doit de
rencontrer

& :=KE1; + KE,.

Soit donc
B =aF1; + ﬂE12 e&N %A, (Oé,ﬂ) }é (0,0)

en écrivant AB = BA il vient ¢ = 0. De méme, en considérant & := KFEo1 + KFEss il vient b = 0
soit A diagonale ce qui est absurde donc dim (€4) < 3, soit dim (a) = 2.

Remarques : - Pour une matrice A € M, (K), la dimension du commutant de A vérifie
n < dim (%) < n?

et la dimension vaut n si, et seulement si A est cyclique (i.e. A est semblable & une matrice
compagnon ou encore polynémes minimaux et caractéristiques coincident) et n? si et seulement
si A est semblable a la matrice identité.

- La question se pose alors de savoir si la dimension du commutant peut prendre toutes les
valeurs comprises entre n et n?. L’exercice que nous venons de traiter montre que la réponse a




cette question est non si n = 2 car dimé, a priori dans {2,3,4} ne peut jamais étre égale a 3.
L’explication de ce phénoméne est résumée dans le résultat qui suit

Soit m € N. Il existe A € M,(R) avec dim€a = m si et seulement si il existe des enftiers
P1,-- ., Pk € N* vérifiant

prt-+pr =N
pi+-+pp =m

Car pour n = 2, entier 3 est le seul élément de {2,3,4} qui ne vérifie pas ces deux proprié-
tés. Ce dernier résultat est délicat a établir' ; pour notre exercice, il est d’ailleurs plus rapide
(([?], 2000/01, EX. 15)) d’établir (c’est d’ailleurs un corollaire immédiat du précédent) que la
codimension du commutant est toujours paire ce qui n’est pas le cas de 'entier 3 (4 —3 =1...).
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