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Exercice 0.1 * Inégalité, matrices, déterminant

[?]-

Soient ¢ € Ry, A= ((ai;)) € M,(C) vérifiant |a, ;| < ¢ pour tous 1 < i,j < n. Montrer que

|det(A)] < ¢"n™/2.

Solution : Seul le cas ou A € GL,,(C) mérite explication. Pour une telle matrice désignons par
Cy,...,C, ses colonnes.
- Supposons les colonnes (C;)t deux a deux orthogonales. Si

D; = ||Ci|7'Cy, et B=|[Ds,...,D,]

la matrice B est orthogonale donc |det(B)| = 1; vu que

Vi<j<n: |Gl =yjai;+---+a};<cvn

|det(A)| = |det(B)| [ Call.... [Cull < "n"/2.(x)

on a

- Pour le cas général, appliquons le procédé d’orthonormalisation de Schmidt & la famille libre
(Cy)} : soit D1 = C1, et Dy = Cy 4+ A21C1 ot comme toujours la constante Ay 1 est déterminée
de sorte que D+ soit orthogonal 4 D i.e.

(C2, D1) + A3, D1|* = 0

avec Pythagore
D2l = [IC21* = A3 1 IDAl|* < [IC21*.

De méme
Dy =Cir—A1Di+ -+ Mg g—1Dp—1

et avec

(Ck, Dj) + X ;IID; > =0, V1<j<k-1




on a

k—1 k—1
1Dell = ICKIIP + > A D117 =2 A% ;1 D511
j=1 j=1

k—1
<Gkl =Y A2 51ID5017 < |CwI?
j=1

soit
Dkl < ICkll, Y1<Ek<n()

puisque bien entendu det[CY, ..., C,| = det[D;, ..., Dy]; Iinégalité est démontrée vu (x) et (%).
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