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Exercice 0.1 ⋆ Séries entières, algèbre linéaire

Pour A ∈ Md(C), quel est le rayon de convergence de la série entière fA(z) :=
∑

k≥0
tr(Ak)zk ?

Exprimer fA en fonction du polynôme caractéristique et de ses dérivées.

Solution : Notons λ1, . . . , λd les valeurs propres de A comptées avec leur multiplicités. A est
diagonalisable dans C et pour tout entier k

tr(Ak) =

d∑

j=0

λk
j

par conséquent, si les λj ne sont pas tous non nuls (i.e. A n’est pas nilpotente) le rayon de
convergence de notre série entière est supérieur ou égal (et en fait égal) à

ρ := inf
λj 6=0, 1≤j≤d

|λj |
−1.

Pour |z| < ρ

f(z) =
∑

k≥0

tr(Ak)zk =
∑

k≥0

λk
1
zk + · · ·+

∑

k≥0

λk
dz

k

=
1

1− λ1z
+ · · ·+

1

1− λdz

=
χ′
A(z

−1)

zχA(z−1)
(⋆)

Enfin, si A est nilpotente f ≡ d puisque tr(Ak) = 0 , ∀k ∈ N⋆ et tr(A0 = Id) = d. Dans ce
dernier cas, il faut remarquer que la formule (⋆) subsiste encore puisque χA(z) = (−1)dzd.
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