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Exercice 0.1 ⋆ Réduction des endomorphismes

[?],
Pour n ∈ N

⋆, A ∈ Mn(C) on définit la matrice B ∈ M2n(C) par

B =

(

A A

0 A

)

Montrer que B est diagonalisable si, et seulement si A = 0.

Solution : Si A = 0 alors B = 0 est diagonalisable. Réciproquement, vu la forme de A la
polynôme caractéristique de B vérifie

χB = (χA)
2

et on a

∀ k ∈ N, Bk =

(

Ak kAk

0 Ak

)

qui implique

P (B) =

(

P (A) AP ′(A)
0 P (A)

)

, ∀P ∈ C[X ].(♦)

En particulier, le polynôme minimal de B vérifie

µB(A) = 0

et

µA divise µB .(⋆)

Supposons B diagonalisable, µB ne possède que des racines simples et comme A et B ont
même ensemble valeurs propres avec (⋆) nous avons µA = µB qui avec (♦) implique

Aµ′

A(A) = 0.

µA divise donc Xµ′

A
, les deux polynômes µA et Xµ′

A
étant de même degré d

1



dµA = Xµ′

A

soit µA = Xd. Mais µA = µB n’a que des racines simples, donc d = 1, µA(X) = X et
finalement A = 0.
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