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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

On considère un système (f1, . . . , fn) de fonctions de R 7→ R qui est libre dans F (R,R).
Montrer qu’il existe n réels (x1, . . . , xn) ∈ R

n tels que la matrice A = ((fi(xj))) ∈ Mn(R) soit

inversible.

Solution : Par récurrence. Si n = 1, le résultat est clair. Supposons la propriété vraie pour un

système de n− 1 fonctions. Puisque (f1, . . . , fn−1) est libre, d’après l’hypothèse de récurrence, il

existe n − 1 réels (x1, . . . , xn−1) tels que la matrice An−1 = ((fi(xj)))16i,j6n−1 soit inversible.

Par l’absurde, supposons que ∀x ∈ R, la matrice

A(x) =







f1(x1) . . . f1(xn−1) f1(x)
...

...
...

...

fn(x1) . . . fn(xn−1) fn(x)







ne soit pas inversible. En développant det(A) par rapport à la dernière colonne, on trouve alors

que

∀x ∈ R, ∆1nf1(x) + · · ·+∆nnfn(x) = 0

Mais comme (f1, . . . , fn) est libre, on aurait en particulier ∆nn = 0, mais ∆nn = det(An−1) 6= 0
ce qui est absurde.

Références

1


