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Exercice 0.1 ⋆⋆ Déterminant de Cauchy

On considère 2n scalaires a1, b1, . . . , an, bn tels que tous les ai sont distincts et ∀i ∈ [[1, n]],
ai + bi 6= 0. On veut calculer le déterminant de Cauchy suivant :
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1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

R(X) =
(b1 −X) . . . (bn−1 −X)

(X + a1) . . . (X + an)
.

2. Exprimer ∆n en fonction de ∆n−1.

3. Calculer ∆n.

Solution :

1. Puisque degR(X) = −1, et tous les pôles ai sont simples, la décomposition s’écrit :

R(X) =

n
∑

k=1

λk

X + ak
où λk =

∏n−1

j=1
(bj + ak)

∏

j 6=k(aj − ak)
6= 0.

2. En effectuant l’opération Ln ←
∑n

i=1
λiLi, on obtient
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Mais comme R(b1) = · · · = R(bn−1) = 0,

∆n =
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En développant par rapport à la dernière ligne, on tire

∆n =
R(bn)

λn

=

∏n−1

i=1
(bn − bi)

∏n−1

i=1
(ai − an)

∏n

i=1
(bn + ai)

∏n−1

i=1
(an + bi)

∆n−1.

3. Puisque ∆1 =
1

a1 + b1
, la relation de récurrence précédente donne

∆n =

∏

i<j(aj − ai)
∏

i<j(bj − bi)
∏

16i,j6n(ai + bj)
.
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