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Exercice 0.1 ⋆⋆ Dérangement

1. Calculer le déterminant de la matrice
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2. On dit qu’une permutation σ ∈ S (n) est un dérangement lorsque ∀i ∈ [[1, n]], σ(i) 6= i. Y

a-t-il plus de dérangements de signature +1 que de dérangements de signature −1 ?

Solution :

1. Avec l’opération ← C1C1 + C2 + · · ·+ Cn, on factorise (n − 1) dans la première colonne.

Ensuite pour i ∈ [[2, n]], ← CiCi − C1 fait apparaître des zéros et on trouve que det(A) =
(−1)n−1(n− 1).

2. Avec la formule du déterminant,

det(A) =
∑

σ∈S(n)

ε(σ)aσ(1),1 . . . aσ(n),n

si σ n’est pas un dérangement, il existe i ∈ [[1, n]] tel que σ(i) = i et alors aσ(i),i = 0.
En notant Dn l’ensemble des dérangements, d+n le nombre de dérangements pairs et d−n le

nombre de dérangements impairs,

det(A) =
∑

σ∈Dn

ε(σ) = d+n − d−n .

Lorsque n est impair, comme det(A) > 0, il y a plus de dérangements pairs que d’impairs

et lorsque n est pair, c’est le contraire.
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