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Exercice 0.1 ). 8.0 ¢ Pas de titre
Montrer que la signature est le seul morphisme de groupes non trivial de (& (n),o) vers
(R*, x).

Indication 0.0 : On pourra utiliser Iexercice 77.

Solution : Soit ¢ un tel morphisme. On doit avoir

Y(o1,02) € & (n)2, p(o1 009) = p(o1) X @(o2).

Soit une transposition 7. Comme 72 = id, on doit avoir p(7)?> = 1 et donc p(7) = +1. Par

conséquent, puisque toute permutation se décompose comme produit de transpositions, on en
déduit que Imp C {—1,1}.

Supposons que ¢ n’est pas triviale. Il existe alors une permutation o € & (n) telle que p(o) =
—1, et comme o se décompose en produit de transpositions de la forme 1y;, il existe i € [1,n]
telle que ¢(71;) = —1. Mais alors pour j € [1,n], j # i, ijom; = (i j 1) = c, mais puisque
A =id, 1 = p(c)® = p(11:)3p(11;)® = —1, et donc ¢(r1;) = —1.

Soit alors une permutation quelconque. Elle se décompose comme un produit de transpositions
de la forme Ty; :

0O =T; O+ 0Ty,

et alors (o) = (—1)F = ¢(0).
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