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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Dans un groupe G, étant donné un élément g ∈ G, on considère la conjugaison :

ϕg :

{

G −→ G

x 7−→ gxg−1 .

1. Montrer que ∀g ∈ G, l’application ϕg est un automorphisme de G et que l’application

θ :

{

(G, .) −→ ( Aut(G), ◦)
g 7−→ ϕg

est un morphisme de groupes.

2. Dans le groupe symétrique S (n), on considère une transposition τ = τij et une permuta-
tion σ. Calculer le conjugué σ′ = σ ◦ τ ◦ σ−1 = ϕσ(τ).

3. Calculer le conjugué d’un cycle c = (i1 . . . ik) par une permutation σ : σ′ = σ ◦ c ◦ σ−1.

Solution :

1. Vérification sans problème.

2. Notons k = σ(i) et l = σ(j). On calcule σ′(k) = σ(j) = l et σ′(l) = σ(i) = k. Si p 6∈ {k, l},
σ′(p) = σ(σ−1(p)) = p. Par conséquent, σ′ = τσ(i)σ(j) .

3. Décomposons le cycle en produit de transpositions :

c = τi1i2 ◦ τi2i3 ◦ · · · ◦ τik−1ik

Puisque θ est un morphisme, on a

ϕc = ϕτi1i2
◦ · · · ◦ ϕτi

k−1
i
k

et donc pour σ ∈ S (n), ϕc(σ) = τσ(i1)σ(i2) . . . τσ(ik−1)σ(ik) = (σ(i1), . . . , σ (ik)). Le conjugué
d’un cycle par une permutation est encore un cycle.
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