Centre du groupe symétrique
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Exercice 0.1 2. 0. ¢ Centre du groupe symétrique
On définit le centre d’un groupe (G,.) comme étant les éléments du groupe qui commutent
avec tous les éléments du groupe :

Z(G)={9eG|VYheG,gh=h.g}

On a vu dans lexercice 7?7 page 7?7 que Z(G) est un sous-groupe de G. Déterminer le centre du
groupe symétrique & (n) lorsque n > 3.

Solution : Considérons une permutation o qui commute avec toutes les permutations. Elle doit
en particulier commuter avec toutes les transpositions 7;;. D’aprés I'exercice précédent, {1, j} doit
étre stable par o. Considérons maintenant k € [1,n]. Puisque n > 3, on peut trouver trois entiers
distincts {4, j, k} dans [1,n]. En considérant la transposition 7;;, o(k) € {i,k} et en considérant
la transposition 7, o(k) € {j,k} et par conséquent, o(k) = k. Nous avons montré que o = id et
que Z(6 (n)) = {id}.
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