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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soient deux fonctions f et g continues sur [0, 1] telles que ∀x ∈ [0, 1],

f(x) =

∫
x

0

g(t) dt et g(x) =

∫
x

0

f(t) dt

Montrer que f et g sont nulles.

Solution : D’après le théorème fondamental, puisque g est continue sur [0, 1], la fonction f

est de classe 1 sur [0, 1], et de même, g est de classe 1 sur [0, 1], avec ∀x ∈ [0, 1], f ′(x) = g(x)
et g′(x) = f(x). On en déduit que f et g sont deux fois dérivables sur [0, 1] et que ∀x ∈ [0, 1],
f ′′(x) = g′(x) = f(x), et g′′(x) = g(x). Par conséquent, il existe quatre constantes (A,B) ∈ R

2 et

(A′, B′) ∈ R
2 telles que

∀x ∈ [0, 1], f(x) = A shx+B chx et g(x) = A′ shx+B′ chx

En injectant dans f(x) =
∫
x

0
g(t) dt, et dans g(x) =

∫
x

0
f(t) dt, on trouve que A = B = A′ =

B′ = 0 et par conséquent, f = g = 0.
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