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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Résoudre sur R l’équation différentielle :

(E) : y′′ + 4ty′ + (11 + 4t2)y = 0

en introduisant la fonction z (t) = et
2

y (t).

Solution : Supposons qu’il existe une solution y de (E). Considérons, pour tout t ∈ R, la

fonction z donnée par : z (t) = et
2

y (t), soit y(t) = e−t2z(t). D’où y′(t) = (z′ − 2tz)e−t2 et

y′′(t) = (z′′ − 4tz′ + (4t2 − 2)z(t))e−t2 . Donc 0 = y′′(t) + 4ty′(t) + (11 + 4t2)y(t) = (z′′(t) −

4tz′(t)+(4t2−2)z+4tz′−8t2+11+4t2)e−t2 = (z′′+9z)e−t2. Donc z vérifie l’équation du second

degré à coefficients constants : z′′ + 9z = 0. Les solutions de cette équation différentielle sont de

la forme : ϕα,β :

{

R −→ R

x 7−→ α cos 3t+ β sin 3t
où α, β ∈ R. Par conséquent y est de la forme :

ψα,β :

{

R −→ R

x 7−→ (α cos 3t+ β sin 3t) e−t2

avec α, β ∈ R. On vérifie réciproquement que les fonctions de cette forme sont solution de l’équa-

tion.
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