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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Déterminer les fonctions f : R 7→ R continues vérifiant

∀x ∈ R, f(x) = sinx+ 2

∫ x

0

ex−tf(t) dt.

Attention 0.1 Cet exercice utilise le théorème fondamental de l’analyse ?? page ??.

Solution : Soit f une telle fonction. Elle vérifie :

∀x ∈ R, f(x) = sinx+ 2ex
∫

x

0

e−tf(t) dt

D’après le théorème fondamental de l’analyse, f est de classe C1 sur R et ∀x ∈ R,

f ′(x) = cosx+ 2f(x) + 2ex
∫ x

0

e−tf(t) dt = 3f(x) + cosx− sinx

Par conséquent, f doit être une solution de l’équation différentielle

(E) : y′ − 3y = cosx− sinx

On cherche l’ensemble des solutions de (E) et on trouve

SE = {Ce3x −
1

4
cosx+

1

5
sinx}

Puisque f(0) = 0, il vient :

f(x) =
1

5
e3x −

1

5
cosx+

2

5
sinx

et on vérifie que cette fonction convient.
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