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Exercice 0.1 * * Pas de titre
Soient le R-espace vectorie] E = C* (R, R) et les applications :

FE — E EFE — FE
‘P:{ foe o ‘/“{ foe J ) de
1. Prouver que ¢ et ¥ sont des endomorphismes de E.
2. Calculer p o et Y o .

3. Déterminer les noyaux et images de ¢ et 1.

Solution :

1. La linéarité de ¢ provient de la linéarité de la dérivation et celle de 1) de la linéarité de
Pintégration.

2. Soit f € E. Comme f est de classe C*> sur R, elle est continue sur R et, d’aprés le théoréme
fondamental, elle admet une primitive F sur R. On a :Vx € R, (¢ (f)) (x) = F (z) — F (0).
Par conséquent : p o (f) = F' = f et donc ¢ o = idg. De méme, f' est de classe
C*> sur R et une primitive de f’ sur R est bien entendu donnée par f. Donc, pour tout
Yoo (f)=vy(f)=7f—r(0).

3. Comme ¢ o = idg est bijective, nécessairement ¢ est surjective et v est injective. Donc
Imy = F et Ker ¢ = {0}. Par ailleurs, Ker ¢ est donné par les fonctions constantes sur R et
Imyp = {f € C>*(R,R) | f(0) =0}. En effet, si f est élément de ce dernier ensemble alors
¥ (f’) est la primitive de f’ qui s’annule en 0. Il en est de méme pour f et donc f = ¢ (f').
Réciproquement, toute fonction de la forme x fox f (t) dt s’annule en 0 et est C™ si f
Pest.
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