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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soient le R-espace vectoriel E = C∞ (R,R) et les applications :

ϕ :

{

E −→ E

f 7−→ f ′
et ψ :

{

E −→ E

f 7−→
∫ x

0
f (t) dt

1. Prouver que ϕ et ψ sont des endomorphismes de E.

2. Calculer ϕ ◦ ψ et ψ ◦ ϕ.

3. Déterminer les noyaux et images de ϕ et ψ.

Solution :

1. La linéarité de ϕ provient de la linéarité de la dérivation et celle de ψ de la linéarité de

l’intégration.

2. Soit f ∈ E. Comme f est de classe C∞ sur R, elle est continue sur R et, d’après le théorème

fondamental, elle admet une primitive F sur R. On a : ∀x ∈ R, (ψ (f)) (x) = F (x)−F (0).
Par conséquent : ϕ ◦ ψ (f) = F ′ = f et donc ϕ ◦ ψ = idE . De même, f ′ est de classe

C∞ sur R et une primitive de f ′ sur R est bien entendu donnée par f . Donc, pour tout

ψ ◦ ϕ (f) = ψ (f ′) = f − f (0).

3. Comme ϕ ◦ ψ = idE est bijective, nécessairement ϕ est surjective et ψ est injective. Donc

Imϕ = E et Kerψ = {0}. Par ailleurs, Kerϕ est donné par les fonctions constantes sur R et

Imψ = {f ∈ C∞ (R,R) | f (0) = 0}. En effet, si f est élément de ce dernier ensemble alors

ψ (f ′) est la primitive de f ′ qui s’annule en 0. Il en est de même pour f et donc f = ψ (f ′).
Réciproquement, toute fonction de la forme x 7→

∫

x

0
f (t) dt s’annule en 0 et est C∞ si f

l’est.
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