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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Pour n ∈ N, on pose

In =

∫ 1

0

tn − t2n

1− t
dt

1. Justifier l’existence de In pour n > 1.

2. Déterminer la limite de la suite (In)
1.

Solution :

1. Soit t ∈ [0, 1[. Puisque 1− tn = 1 + t+ · · ·+ tn−1,

tn − t2n

1− t
= tn(1 + t+ · · ·+ tn−1) =

2n−1∑
k=n

tk

Donc à n fixé, la fonction à intégrer est continue sur le segment [0, 1], donc l’intégrale In
existe.

2. D’après ce calcul, on peut exprimer In à l’aide d’une somme :

In =

2n−1∑
k=n

1

k + 1
=

2n∑
i=n+1

1

i

En encadrant pour i > 2, 1/i par deux intégrales :

∫ i+1

i

dt

t
6

1

i
6

∫ i

i−1

dt

t

on obtient un encadrement de In :

∫ 2n+1

n+1

dt

t
6 In 6

∫ 2n

n

dt

t

1. Une autre solution de cet exercice utilisant les sommes de Riemann est proposée dans l’exercice ?? page ??
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et donc

ln
2n+ 1

n+ 1
6 In 6 ln 2.

D’après le théorème des gendarmes, In → ln 2 .
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