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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Soit deux réels a, b ∈ R tels que a < b et une fonction f : [a, b] 7→ R continue et positive.

Déterminer la limite de la suite de terme général

In =

[

∫ b

a

fn(x) dx

]
1
n

Indication 0.0 : On étudiera d’abord le cas où f est une fonction constante.

Solution : Si f est une fonction constante de valeurs c ∈ R alors In = (cn (b− a))
1
n =

c (b− a)
1
n −−−−−→

n→+∞

c.

Montrons que si f n’est pas constante sur [a, b] et si M = sup[a,b] f alors In −−−−−→
n→+∞

M .

Remarquons que M existe bien car f est continue sur le segment [a, b]. Ce maximum est de plus

atteint en un point x0 ∈ [a, b]. Soit ε > 0. On suppose que ε < 1. Il existe η > 0 tel que pour tout

x ∈ ]x0 − η, x0 + η[∩ [a, b], M − ε 6 f (x) 6 M . Comme f est positive sur [a, b], il vient pour tout

n ∈ N :

0 6 M − un = M −

(

∫ b

a

(f (x))
n

dx

)1/n

6 M −

(

∫

]x0−η,x0+η[∩[a,b]

(f (x))
n

dx

)1/n

6 M − (M − ε) (2η)1/n = M
(

1− (2η)1/n
)

+ ε (2η)1/n

Comme (2η)
1/n

−−−−−→
n→+∞

1, on peut supposer qu’à partir d’un certain rang N , on a pour tout

n > N : 1 − (2η)
1/n

6 ε/(2M) et (2η)
1/n

6 ε/2. On obtient alors : 0 6 M − un 6 ε/2 + ε2/2 6

ε/2 + ε/2 = ε car 0 < ε < 1. En résumé, on a montré que pour n > N , |M − un| 6 ε donc

un −−−−−→
n→+∞

M .
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