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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

On considère la suite de terme général In =
∫ 1

0

xn

1 + x2
dx.

1. Calculer I0, I1 et I2.

2. Étudier la monotonie de (In).

3. En déduire que (In) est convergente.

4. Prouver que :

∀n ∈ N, 0 6 In 6
1

n+1

.

5. En déduire la limite de (In).

6. En déduire un équivalent de la suite

Jn =

∫ 1

0

xn ln
(

1 + x2
)

dx

Solution :

1. On trouve : I0 =
π

4
, I1 = ln

√
2 et I2 = 1− π

4
.

2. Pour tout x ∈ [0, 1] et n ∈ N, on a : xn+1 6 xn ce qui amène :
xn+1

1 + x2
6

xn

1 + x2
et donc

In+1 6 In. On en déduit que (In) est décroissante.

3. Comme la fonction x 7→ xn

1 + x2
est positive sur [0, 1], on a : In > 0 pour tout n ∈ N. La suite

(In) est donc minorée par 0. On a montré qu’elle est décroissante. On applique le théorème
de la limite monotone, on en déduit qu’elle est convergente et que sa limite est positive.

4. Pour tout x ∈ [0, 1] et n ∈ N, on a :
xn

1 + x2
6 xn. Donc : In 6

∫ 1

0
xn dx =

1

n+ 1
. On a de

plus montré précédemment que In > 0.

5. D’après le théorème des gendarmes, on en déduit que In −−−−−→
n→+∞

0.

1



6. Soit n ∈ N. Une intégration par parties livre :

Jn =
[ xn+1

n+ 1
ln
(

1 + x2
)

]1

0

−
∫ 1

0

xn+1

n+ 1

2x

1 + x2
dx =

ln 2

n+ 1
− 2

n+ 1
In+2 =

ln 2

n+ 1

(

1− 2

ln 2
In+2

)

.

Comme In+2 −−−−−→
n→+∞

0, il vient que Jn ∼
n→+∞

ln 2

n+ 1
.
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