Droite de Simson d’un triangle
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Exercice 0.1 ). 0. ¢ Droite de Simson d’un triangle
Dans le plan rapporté a un repére orthonormé R = (O, i, j ), on considére un triangle

(ABC) avec A 2, B’g et C (C), (a,b,c £ 0 et b+#c).

1. Déterminer I’équation du cercle C circonscrit au triangle (ABC).

2. Ecrire I'équation cartésienne de la droite (AB) et donner un vecteur i normal a cette
droite.

3. Ecrire Iéquation cartésienne de la droite (AC) et donner un vecteur nj normal a cette
droite.

4. On considére un point M ;CO du plan. On note A’ le projeté orthogonal du point M sur la
0

droite (BC), B’ le projeté orthogonal de M sur la droite (AC') et C’ le projeté orthogonal
de M sur la droite (AB). Trouver les coordonnées des points A’, B', C'.

5. Montrer que les points A’, B’, C' sont alignés si et seulement si le point M se trouve sur
le cercle C. Dans ce cas, la droite portant les points A’, B’ , C' et M est la droite de
Simson du triangle ABC.

Solution :

1. L’équation d’un cercle est de la forme x? + y? + ax + Sy + v = 0. En traduisant que A 2,

B g, 0 sont sur le cercle, on trouve le systéme

c‘c

af +v =-—a?
ba+v = —b?
co+ 7y = —¢?




En résolvant, on en tire «, 3, v et I’équation du cercle :

a? + be

C :x24+y>—(b+c)z — y+bc=0

2. Si M :;O, en notant A’ le projeté de My sur (BC), on a | A’ 9%0 . La droite (AC) a pour
0

équation cartésienne :
(AC) :ax+cy—ac=0
et un vecteur normal a cette droite est nj CCL. La droite (AB) a pour équation cartésienne

(AB) :ax+by—ab=0

R . a
et un vecteur normal a cette droite est 77%

b
3. Par un calcul d’intersection (B’ = My + Aij) et B’ € (AC), on trouve que
c(cxo — ayo + a?)
/ CL2+62
B a(—cxo +ayo +c2) |
a? + c?

De méme, en notant C' le projeté orthogonal de My sur (AB), on trouve que
b(bxo — ayo + a?)

’ a2 + 2
G a(—bxo + ayo + b?)

a? + b2

mmh
4. Les trois points A’, B', C’ sont alignés si et seulement si det(A’B’, A’C") = 0, c’est-a-dire si

et seulement si aprés calculs :

a? + be
a

:C%—i—yg—(b—i—c):vo— Yo +bc=0

c’est-a-dire si et seulement si le point M est sur le cercle circonscrit au triangle (ABC).
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