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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit une fonction f continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1[ à valeurs dans R telle que f(1) =
∫

1

0
f(t) dt. Montrer qu’il existe un réel c ∈]0, 1[ tel que f ′(c) = 0.

Solution : Considérons la fonction

F :

{

[0, 1] −→ R

x 7−→
∫

x

0
[f(t)− f(1)] dt

Comme f est continue sur [0, 1], F est bien définie d’après le théorème fondamental. Pour tout

x ∈ [0, 1], F (x) =
∫

x

0
f(t) dt−xf(1) et donc F (0) = 0 = F (1). Donc d’après le théorème de Rolle,

il existe α ∈]0, 1[ tel que F ′(α) = 0, mais puisque ∀x ∈]0, 1[, F ′(x) = f(x)−f(1), on en déduit que

f(α) = f(1). Alors en appliquant le théorème de Rolle à f sur le segment [α, 1], il existe c ∈]α, 1[
tel que f ′(c) = 0.
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