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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit une fonction convexe ϕ continue sur R.

1. Si f est une fonction en escalier sur [0, 1], montrer que

ϕ

(
∫ 1

0

f(x) dx

)

6

∫ 1

0

ϕ ◦ f(x) dx

2. Si f est une fonction continue sur [0, 1], montrer que

ϕ

(
∫ 1

0

f(x) dx

)

6

∫ 1

0

ϕ ◦ f(x) dx

Solution :

1. Considérons une subdivision σ : x0 = 0 < · · · < xn = 1 subordonnée à f . Pour tout

i ∈ J0, n − 1K, il existe ci ∈ R tel que f|]xi,xi+1[ = ci et
∫ 1

0 f (x) dx =
∑n−1

i=0 ci (xi+1 − xi).

Remarquons que
∑n−1

i=0 (xi+1 − xi) = 1. Comme ϕ est convexe, on peut alors écrire :

ϕ

(
∫ 1

0

f(x) dx

)

= ϕ

(

n−1
∑

i=0

ci (xi+1 − xi)

)

6

n−1
∑

i=0

(xi+1 − xi)ϕ (ci) =

∫ 1

0

ϕ ◦ f(x) dx.

2. Comme f est continue sur [0, 1], il existe une suite (fn) de fonctions en escaliers sur [0, 1]
qui converge uniformément vers f sur [0, 1]. Donc :

ϕ

(
∫ 1

0

f(x)dx

)

= ϕ

(
∫ 1

0

lim
n→+∞

fn (x) dx

)

= ϕ

(

lim
n→+∞

∫ 1

0

fn (x) dx

)

= lim
n→+∞

ϕ

(
∫ 1

0

fn (x) dx

)

car ϕ est continue sur R. Mais d’après la première question, pour tout n ∈ N,

ϕ
(

∫ 1

0
fn(x) dx

)

6
∫ 1

0
ϕ ◦ fn(x) dx donc par passage à la limite

lim
n→+∞

ϕ

(
∫ 1

0

fn (x) dx

)

6 lim
n→+∞

∫ 1

0

ϕ ◦ fn(x) dx.

1



Comme (fn) converge uniformément vers f sur [0, 1] et que ϕ est, d’après le théorème de

Heine, uniformément continue sur [0, 1], (ϕ ◦ fn) converge uniformément vers ϕ ◦ f sur [0, 1]
et :

lim
n→+∞

∫ 1

0

ϕ ◦ fn(x) dx =

∫ 1

0

lim
n→+∞

ϕ ◦ fn(x) dx =

∫ 1

0

ϕ ◦ f(x) dx

ce qui prouve la propriété.
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