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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soient a, b ∈ R tels que a < b. Déterminer les fonctions f : [a, b] 7→ R continues vérifiant

∫ b

a

f2(x) dx =

∫ b

a

f3(x) dx =

∫ b

a

f4(x) dx

Solution : Soit une telle fonction f . Utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∣

∣

∣

∫ b

a

f3(x) dx
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x)f2(x) dx
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f4(x) dx
)1/2

En notant I =
∫ b

a
f2(x) dx =

∫ b

a
f3(x) dx =

∫ b

a
f4(x) dx, on trouve donc le cas d’égalité de

Cauchy-Schwarz : I =
√
I
√
I. On sait alors qu’il existe une constante λ ∈ R telle que f2 = λf .

Donc ∀x ∈ [a, b], f(x) = 0 ou bien f(x) = λ. Supposons qu’il existe x0 ∈ [a, b] tel que f(x0) = 0 et

qu’il existe x1 ∈ [a, b] tel que f(x1) = λ. Si λ 6= 0 d’après le théorème des valeurs intermédiaires,

il devrait exister c ∈ [x0, x1] tel que f(c) = λ/2 ce qui est impossible. Par conséquent, la fonction

f est constante sur [a, b]. On voit que cette constante vaut 0 ou 1. La réciproque est immédiate.
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