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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soient f, g : [a, b] → R deux fonctions continues. On suppose que g > 0. Montrer qu’il existe

c ∈ [a, b] tel que

∫ b

a

f(t)g(t)dt = f(c)

∫ b

a

g(t)dt

Solution : Si g est identiquement nulle sur [a, b], la propriété est trivialement vérifiée. Supposons

que ce ne soit pas le cas. Comme g > 0, on peut affirmer que
∫ b

a
g(t)dt 6= 0. De plus :

inf
[a,b]

f =
inf [a,b] f

∫ b

a
g(t)dt

∫ b

a
g(t)dt

6

∫ b

a
f(t)g(t)dt
∫ b

a
g(t)dt

6
sup[a,b] f

∫ b

a
g(t)dt

∫ b

a
g(t)dt

= sup
[a,b]

f.

On en déduit que

∫ b

a
f(t)g(t)dt
∫ b

a
g(t)dt

∈
[

inf [a,b] f, sup[a,b] f
]

. Comme f est continue, d’après le

théorème des valeurs intermédiaires appliqué sur le segment [a, b], il existe c ∈ [a, b] tel que

f (c) =

∫ b

a
f(t)g(t)dt
∫ b

a
g(t)dt

et l’égalité est prouvée.
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