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Exercice 0.1 ⋆ Un théorème de point fixe

On considère une fonction f : [0, 1] → R continue sur [0, 1] et telle que
∫

1

0
f(t)dt = 1

2
. Mon-

trer que f admet un point fixe.

Indication 0.0 : Introduire la fonction ϕ :

{

[0, 1] −→ R

t 7−→ f(t)− t
.

Solution : On a
∫

1

0
ϕ(t)dt = 1

2
−

1

2
= 0. Si ϕ ne change pas de signe sur [0, 1] alors d’après

le cours ϕ = 0, Sinon, si ϕ change de signe sur [0, 1], comme ϕ est continue sur [0, 1], d’après le

théorème des valeurs intermédiaires, elle s’annule sur [0, 1] et donc f admet un point fixe.

On peut aussi proposer la solution suivante. Comme
∫

1

0
f (t) dt = 1/2 il vient que

∫

1

0
ϕ (t) dt =

0. D’après le théorème de la moyenne, il existe c ∈ [0, 1] tel que g (c) = 0 et par construction, c
est un point fixe de f .
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