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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Pour un entier n ∈ N, on pose

In =

∫ π/2

0

sinnx

sinx
dx

1. Justifier que pour tout entier n > 0, l’intégrale In existe.

2. Calculer pour n > 2, In − In−2, I0 et I1.

3. En déduire la valeur de In pour tout entier n.

Solution :

1. L’intégrale I0 est clairement bien définie. Soit n ∈ N
∗. La fonction f : x 7→

sinnx

sinx
est définie

et continue sur ]0, π/2] par opérations sur les fonctions continues. De plus, par équivalents

usuels sinnx/ sinx ∼
x→0

n. Donc f (x) −−−−→
x→0+

n. On prolonge alors f par continuité en 0 en

posant f (0) = n. La fonction ainsi prolongée est continue sur [0, π/2] et l’intégrale In existe.

2. Soit n > 2. On utilise la formule valable pour tout p, q ∈ R : sin p − sin q =

2 cos
p+ q

2
sin

p− q

2
. Elle livre :

In − In−2 =

∫ π/2

0

2 cos ((n− 1)x) dx =
[

2
sin ((n− 1)x)

n− 1

]π/2

0

=
2 sin ((n− 1)π/2)

n− 1

donc In = In−2 +
2 sin ((n− 1)π/2)

n− 1
. Par ailleurs I0 = 0 et I1 = π/2.

3. On utilise les résultats de la question précédente. Si n = 2p où p ∈ N
∗ alors

In = 2

(

1−
1

3
+

1

5
−

1

7
+ · · ·+

(−1)
p+1

2p− 1

)

= 2

p
∑

k=1

(−1)
k+1

2k − 1
.

Si n = 2p+ 1 avec p ∈ N
∗ alors In = π/2 .
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