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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Soit e = (e1, e2, e3) la base canonique de R
3 et soit A =









2 4 4

0 4 2

0 −4 −2









. Notons f l’endo-

morphisme de R
3 dont la matrice dans la base e est A.

1. Déterminer Ker f et Im f . Démontrer que ces sous-espaces sont supplémentaires dans R
3.

2. Déterminer une base à la supplémentarité de Im f et de Ker f et écrire la matrice de f

dans cette base.

3. Écrire f comme composée de transformations vectorielles élémentaires.

Solution :

1. Pour tout (x, y, z) ∈ R
3, on vérifie facilement que f (x, y, z) =

(2x+ 4y + 4z, 4y + 2z,−4y− 2z). On en déduit que Ker f = Vect (ε1) où ε1 = (2, 1,−2)et
que Im f = V ect (ε2, ε3) où ε2 = (1, 0, 0) et ε3 = (0, 1,−1). On vérifie facilement que la
famille ε = (ε1, ε2, ε3) est une base de E. Comme (ε1) est une base de Ker f et que (ε2, ε3)
est une base de Im f , on sait que Im f et Ker f sont supplémentaires dans E.

2. La famille ε est adaptée à la supplémentarité de Im f et de Ker f . Utilisant la formule de

changement de base : Matε (f) = Pε→e Mate (f)Pe→ε où Pe→ε =









2 1 0

1 0 1

−2 0 −1









et où

Pε→e = Pe→ε

−1 =









0 −1 −1

1 2 2

0 2 1









, on obtient

Mat
ε

(f) =









0 −1 −1

1 2 2

0 2 1









×









2 4 4

0 4 2

0 −4 −2









×









2 1 0

1 0 1

−2 0 −1









=









0 0 0

0 2 0

0 0 2









1



3. f est alors la composée de l’homothétie vectorielle de rapport 2 et de la projection de R
3

sur le plan Im f parallèlement au plan Ker f .
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