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Exercice 0.1 * Extrait des petites Mines 2006 Mines-Ponts
I-Etude de deux ensembles de matrices
Soit (z,y) un élément quelconque de R?. On note M, , la matrice

T—-Yy Y
2 x4y

Soit 3 le sous-ensemble de My (R) tel que & = { M, | (z,y) € R*}.

1. Quelle relation doivent vérifier x et y pour que la matrice M, , ne soit pas inversible ?
Calculer le produit M , x M_g . En déduire I'inverse de M, , lorsqu’il existe.

2. ¥ est-il un sous-espace vectoriel de (M3 (R),+,.) ? On justifiera sa réponse.

Soit A — (_02 8) €My (R) et J = {A+M,, | (x.y) € R},

3. Montrer que J est un sous-espace vectoriel de (Ma (R), +,.).
4. Quelle est la dimension de J ? Déterminer une base de J.

5. Montrer que la loi x est interne dans J.

II - Etude d’une application de M5 (R)
Soit B une matrice quelconque de My (R). Soit pp Papplication de Mz (R) dans My (R) qui
a la matrice X associe la matrice pp (X) = B x X.

1. Montrer que pp est un endomorphisme de 'espace vectoriel (Ms (R),+,.).

2. On suppose dans cette question que B = M1 = (; 515)

(a) ¢p est elle surjective ? Bijective ?

(b) Déterminer la matrice de pp dans la base canonique de M5 (R).
On rappelle que la base canonique de M5 (R) est constituée des matrices (Eq 1, E1 2, E2.1, E22)

ou
10 0 1 0 0 00
El’l_(() 0) E1’2_(0 0) EQ’l_(1 0) et Ew‘(o 1)
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3. On prend dans cette question B = My _o = <2

:3) . g est-elle surjective ? Bijective ?

Solution : 1.
1. M, n’est pas inversible lorsque 2> — y?> — 2y = 0. Dans les autres cas, M, , est inversible

dans My (R), mais peut-étre pas dans Y.
Myy x M_p,, = (y* — 2* + 2y)I,. Donc, lorsque z®> — y*> — 2y # 0, M., =

_ x y . . . N
M ( P2y y2712+2y) qui appartient bien a 3.
2. La matrice nulle n’appartient pas a Y. Donc ¥ n’est pas un sous-espace vectoriel de
(M2 (R),+, ).
R? — E

3. L’application ¢ :

miaiono: { gy = %o,
est réduit au vecteur nul. ¢ est donc bijective.

est linéaire, clairement surjective. Son noyau

4. Une base de E est donc, par exemple, (¢(1,0),¢(0,1)). J est de dimension 2.

' _ T—y y -y Y _
5. p(z,y)-p(a',y') = < 0 x+y)( 0 a4y =
zx' —zy' —yx' +yy’ zy + yx'
0 zx' + xy' + yx' + yy’

= p(za’ + yy',zy’ + ya'). Cest bien dire que la loi x est interne dans J.
II.
1. On a B(AX +pY) = ABX + uBY. De plus BX € M5, (R). ¢p est donc un endomorphisme
de (SDTQ (R) , 1+ )

2. (a) Ona B! = <_32 _11) On a pp-1(pp(X)) =B lyp(X)=B'BX=X.0na

donc op-1 = (pB) .
1 1 1 0 1 0 . .. .
(b) Ona BE;; = = = F11+2E, ;. On obtient ainsi la premiére

2 3/\0 0 2 0
1
colonne de la matrice de pp dans la base canonique de My (R) : g . On trouve de
0
1 010
. ) ] [0 1 0 1
la méme fagon les autres colonnes : 9 0 3 0
0 2 0 3

3. Cette fois B n’est pas inversible. Puisqu’il n’est pas question d’obtenir une solution a
vp (X) = I, pp n’est pas surjective et donc pas bijective.
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