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Exercice 0.1 ) & o ¢ Pas de titre

cos? — sin 29 sin? ¥
Pour tout V¢ € R, on pose 'y = | cosd.sind cos2d —sind.cosd
sin? ¥ sin 209 cos? 1

1. Démontrer que T' = {T'y, ¥ € R} est un groupe.
2. Calculer detI'y.

Solution :

1. Soit A = Fﬂ.l—‘w = (ai7j)1<i7jg3. On a

a1

a2

a1,3

a2,1

a2

a2,3

cos? 9. cos? @ — sin 209. cos . sin @ + sin® 9. sin? ¢

cos? 9. cos? ¢ — 2sin 1. sin @ cos . sin ¢ + sin? Y. sin? @

(cos 9. cos ¢ — sin . sin ¢)® = cos?(J + ).

— cos? 9. sin 2¢ — sin 249). cos 2 + sin? 9. sin 2

— sin 2¢.(cos? ¥ — sin? ¥) — sin 209. cos 2 = —(cos 209 sin 2¢p + sin 20. cos 2¢)
—sin2(9 + ).

cos? 9. sin? ¢ + sin 20 cos . sin ¢ + sin® Y. cos? ¢

cos? 9. sin? ¢ + 2sin Y. sin ¢ cos . sin ¢ + sin’ 9. cos? @

(cos 9. sin @ + sin . cos ©)* = sin?(Y + ).

cos Y. sin 1. cos? @ + cos 20. cos . sin ¢ — sin 1. cos ¥ sin? ¢

sin 4. cos ¥.(cos? ¢ — sin? ) + cos 219. cos . sin ¢

1 (sin 29. cos 2 + cos 20. sin 2¢) = 1 sin(29 + 2¢)

sin(¥ 4+ ). cos(? + ).

— cos V. sin¥. sin 2 + cos 29. cos 2¢ — sin ¥. cos ¥ sin 2¢

cos 21. cos 2¢ — 2 cos . sin ¥. sin 2¢ = cos 29. cos 2¢ — sin 29). sin 2¢
cos 2(9 + ).

cos Y. sin 1. sin? p — cos 209. cos p. sin ¢ — sin . cos Y. cos? ¢
—ag1 = —sin(d + ¢). cos(¥ + ).




az1 = sin®4¥.cos? ¢ + sin 29. cos ¢. sin ¢ + cos? V. sin? ¢
= a13 =sin*(I+ p).

a3z = —sin®4.sin2p + sin29. cos 2 + cos? 9. sin 2
= —a12= sin 2(’[9 + (p).
az3 = sin®¥.sin® ¢ — sin 29.sin ¢. cos p + cos? Y. cos? ¢

= a11 = cos’ (¥ + ¢).
Finalement I'y.I', = I'y1,. On a donc un morphisme de R sur I', qui fait donc de I' un
groupe.

2. Un calcul avec la régle de Sarrus n’est jamais méprisable :
detTy = cos?d.cos20.cos? 9+ sin 209. sind. cos 9. sin? ¥ + cos J. sin 9. sin 29. sin? 9
—sin? 9. cos 2¢9. sin? 9. + sin 299. cos 9. sin 9. cos? ¥ + cos? 9. sin . cos Y. sin 209

= cos2 9. cos20. cos? ¥ + sin 209. sin 9. cos ¥ + cos 9. sin 9. sin 20 — sin? 9. cos 2¢. si)?
= cos? 9. cos2¥. cos? ¥ + 2.sin 209. sin 9. cos ¥ — sin? 9. cos 2¢. sin? ¢
= cos29.(cos* 9 — sin® ¥) + sin 20. sin 209.
= c0s20.(cos? ¥ — sin? ¥).(cos? ¥ + sin” ¥) + sin 2¢9. sin 20).
= 0827 cos 20 + sin 20, sin 20 = cos?(20) + sin?(209) = 1.

Si on utilise le fait que T' = {T'y,¥ € R} est un groupe, alors un argument plus savant

permet d’aboutir au méme résultat :

Tous les éléments de T'y sont en valeur absolue inférieurs 4 1. Donc |det T'y| < Z 1<6.

ceG3
Or 9 — detI'y est un morphisme de groupes. Son image est donc un sous-groupe borné

de R. II est donc inclus dans {—1;1}. De plus, 9 — detT'y est une application continue de
R dans R, son image est donc un intervalle. C’est donc {1}. Donc, V9 € R, detT'y = 1.
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