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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Soit A ∈ Mn(R) définie par aij = (−1)i.
(

n− j − 1i
)

(0 6 i, j 6 n− 1).

1. Démontrer que A3 = (−1)n−1In.

Indication 0.0 : On pourra considérer L :

{

Rn−1 [X ] −→ Rn−1 [X ]

P (X) 7−→ (1−X)n−1.P
(

1
1−X

)

.

2. En déduire que

n−1
∑

k=0

n−1
∑

ℓ=0

(−1)i+k+ℓ

(

n− k − 1
i

)(

n− ℓ− 1
j

)(

n− j − 1
ℓ

)

= (−1)n−1δij

pour tout (n, i, j) ∈ (N∗)3, i, j 6 n.

Solution :

1. Remarquons que L est bien linéaire, et que L(Xk) = (1−X)n−1.
1

(1−X)k
= (1−X)n−k−1

∈

Rn−1 [X ]. L est donc bien un endomorphisme. L2(Xk) = (1−X)n−1

(

1−
1

1−X

)n−k−1

=

(1−X)n−1

(

−X

1−X

)n−k−1

= (−X)n−k−1(1−X)k.

L2(Xk) = (1 − X)n−1

(

−
1

1−X

)n−k−1 (

1−
1

1−X

)k

= (1 −

X)n−1

(

−
1

1−X

)n−k−1 (
−X

1−X

)k

= (−1)n−1Xk.

Donc L3 = (−1)n−1 idRn−1[X].

Enfin La matrice de L dans la base naturelle de Rn−1 [X ] est donnée par ses vecteurs

colonnes. La jème est donnée par L(Xj) = (1 − X)n−j−1 =

n−j−1
∑

i=0

(−1)i
(

n− j − 1

i

)

X i =

1



n−1
∑

i=0

(−1)i
(

n− j − 1

i

)

X i. On retrouve donc bien la matrice A.

On a donc bien A3 = (−1)n−1In.

2. Le calcul de B = A3 s’obtient par

bij =

n−1
∑

k=0

n−1
∑

ℓ=0

aikakℓaℓj =

n−1
∑

k=0

n−1
∑

ℓ=0

(−1)i
(

n− k − 1

i

)

(−1)k
(

n− ℓ− 1

k

)

(−1)ℓ
(

n− j − 1

ℓ

)

.

D’où le résultat.
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