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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

On considère la matrice A = (aij) ∈ Mn+1 (R) donnée par : ∀ (i, j) J1, n+ 1K, aij =
(

j−1

i−1

)

.

On suppose que A est la matrice d’un endomorphisme θ ∈ L (Rn [X ]) dans la base canonique

e = (1, X, . . . , Xn) de Rn [X ].

1. Soit P ∈ Rn [X ]. Expliciter θ (P ).

2. En déduire que A est inversible et calculer A−1.

3. Calculer Am pour tout m ∈ N.

Solution :

1. Soient P = a0 + a1X + · · ·+ anX
n ∈ Rn [X ] et V = Mate (P ) =
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. On a :
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et donc θ (P ) =
(

∑n

k=0
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ak

)

+
(
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X + · · ·+
(
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an−1 +
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Xn−1 +
(

n
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anX
n, ce qui amène, en regroupant par coefficients et en utilisant la formule du binôme :

θ (P ) = an

n
∑

k=0

(

n

k

)

Xk + an−1

n−1
∑

k=0

(

n− 1

k

)

Xk + · · ·+ a1 (X + 1) + a0

= an (X + 1)
n
+ an−1(X + 1)n−1 + · · ·+ a1(X + 1) + a0

= P (X + 1)

On a alors montré que θ (P ) = P (X + 1) .
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2. θ est un automorphisme de Rn [X ] et , pour tout P ∈ Rn [X ], θ−1 (P ) = P (X − 1). On

déduit de la question précédente que A est inversible et que : A−1 = Mate
(

θ−1
)

= (bij)

avec pour tout i, j ∈ J0, nK, bij = (−1)
j−i

(

j − 1

i− 1

)

3. De la même façon que précédemment, Am = Mate (θ
m) et, pour tout P ∈ Rn [X ], θm (P ) =

P (X +m) donc Am = (cij) avec pour tout i, j ∈ J0, nK, cij = mj−i

(

j − 1

i− 1

)

.
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