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Exercice 0.1 * * Pas de titre
On considére la matrice A = (a;;) € Mp41 (R) donnée par : ¥V (3,5) [1,n+ 1], ai; = (Z:i)
On suppose que A est la matrice d’'un endomorphisme 6 € £ (R,, [X]) dans la base canonique
e=(1,X,...,X") de R, [X].
1. Soit P € R, [X]. Expliciter 0 (P).
2. En déduire que A est inversible et calculer A~1.

3. Calculer A™ pour tout m € N.

Solution :
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et donc 8 (P) = (X (§ar) + (Tic (Da) X + -+ (G2 an-1 + (7)) an) X7 +
(Z) anX™, ce qui améne, en regroupant par coefficients et en utilisant la formule du binéme :

n n—1
-1
1P = 3 ()5 e X ()R e )
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=
= an(X—i—l)n—i-an_l(X—l—l)"*l+...+a1(X+1)+a0
= P(X+1)

On a alors montré que ‘ 0(P)=P(X+1) ‘




2. 0 est un automorphisme de R, [X] et , pour tout P € R, [X], =1 (P) = P(X —1). On
déduit de la question précédente que A est inversible et que : A~' = Mat, (9*1) = (bi;)

i i—1
avec pour tout i,j € [0,n], | b;; = (—1) (j 1)
i

3. De la méme fagon que précédemment, A™ = Mat,. (6™) et, pour tout P € R, [X], 6™ (P) =

. R =1l
P (X +m) donc A™ = (c;;) avec pour tout i,j € [0,n], | c;j = m’ ™ (j 1) .
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