Pas de titre

Alain Soyeur!, Emmanuel Vieillard-Baron?, and Francois Capaces®

'Enseignant en CPGE, Lycée Pierre de Fermat, Toulouse
2Enseignant en CPGE, Lycée Kléber, Strasbourg
3

b

22 septembre 2021

Exercice 0.1 * Pas de titre
Pour chacune des applications linéaires suivantes :

vérifier que u est linéaire.
déterminer sa matrice dans les bases canoniques des espaces vectoriels considérés.
déterminer son rang.

Déterminer u~' quand cette application existe.

SARE I

calculer I'image du vecteur V' donné en utilisant cette matrice.
R3 — R2

1. u:{ (0.0,2) > (z4y+za—2y—32) et V=(0,1,-1)..

2.u:{ (foiz) : g—i—z,y—z,z—x) et V=(1,2,-1).

3. Onpose @ = (1,1,1). u { I%g : %3/\7 etV =(-1,0,2).

4, u:{ R3ILX] _ %313[5((])()—13 ot V= X3-3X24 X 1.

5. w: {RQF[,X : %Q;(O),P(l),P@)) et V=X%>-X+1.

6. u: { 3\/([]1% : %%(R) etV = ((1) _11>

7w { ?V([R : ?&(R) ou E = ((1) 1) etV = ((1) (1))
Solution :

1. (a) On vérifie facilement que u est linéaire.

b) A= Maty —. (u) = Lo 1 ot e est la base canonique de R? et e’ celle de R?.
1 -2 -3




(c) rg(u) =g (A) =2
(d) u ne peut étre bijective car R? et R® ne sont pas de méme dimension.

5. (a) On vérifie facilement que u est linéaire.

0
(¢) Ona B=Maty V=| 1| et AB = <(1)> Donc u (V) = (0,1).
=1
2. (a) On vérifie facilement que u est linéaire.
1 0 1
(b) A=Mat.(u)=| 0 1 —1] oil e désigne la base canonique de R3.
-1 0 1
(c) rg(u) =rg(A) =3
1 0 -1
(d) On en déduit que u est bijective. De plus A8 = ~[1 2 1 | donc u™!
1 0 1
R3 — R3
1
(x,y,2) —> 5 (r—z,24+2y+ 2,2+ 2)
1 0
(¢) Ona B=Mat.V=| 2 | e¢ AB=1{ 3 |. Doncu(V)=(0,3,-2).
=1 =2
3. (a) w est linéaire par bilinéarité du produit vectoriel.
0 1 -1
(b) A=Mat.(u)=|—-1 0 1 | oue désigne la base canonique de R3.
1 -1 0
(c) rgu=1g A =2.
(d) w n’est donc pas bijective.
=1 =2
(¢) OnaB=Mat,V=| 0| etAB=1| 3 |. Doncu(V)=(-2,3,-1).
2 =1
4. (a) On vérifie facilement que u est linéaire.
-1 0 0 0
0 0 0 O N 2 v3 .
(b) A = Mat, (u) = 0 o0 1 ol cte= (1, X, X2 X3) est la base canonique de
0 0 0 2
Rs [X].
(c) rgu=rgA=3.
(d) u n’est donc pas bijective.
-1 1
(¢) On a B = Mat,V = _13 et AB = _03 . Donc u (V) =2X3 —3X?2 + 1.
1 2




1 0
(b) A=Mate—e(u)= |1 1 1] oiuie estla base canonique de R? et e celle de Ry [X].
1 2
(c) rgu=1g A =3.
1 2 0 0
(d) A~1 = 3 -3 4 -1]. On en  déduit que u~!
1 -2 1
R3S  — Ry[X]
1
(x,y,2) —> 3 (2x—|— (=3z+4y—2)X + (x—2y+z)X2)
1 1
() Ona B=Mat,V=|-1| et AB=(1].Doncu(V)=3X?>+X +1.
1 3
(a) w est linéaire car l'opération de transposition est linéaire.
1 0 0 0
0 01 0 . .
(b) A = Mat, (u) = 01 0 ofcre= (E11, E12, Ea1, E9s) est la base canonique de
0 0 0 1

M (R)

(c) rgu=1g A =4.

(d) On vérifie sans peine que A~ = A ce qui se vérifie par ailleurs en remarquant que Ia
transposition est une symétrie de My (R).

1 1
-1 0 1 0
(e) On a B=Mat.V = o | ¢t AB = _1 . Donc u (V) = (_1 1)
1 1
(a) On vérifie facilement que u est linéaire.
1 01 0
0 1 1 R .
(b) A = Mat, (u) = 00 1 o|cue= (E11, E12, F21, Ea2) est la base canonique de
0 0 0 1
M2 (R)
(c) rgu=1g A =4.
1 0 -1 0
. . 01 0 -1 . .
(d) On vérifie que A =10 0 1 NE On montre par ailleurs que : u
0 0 O 1
M — E1M
0 1
1 1 1 1
(e) On a B=Mat.V = 1 et AB = 1 .Doncu(V):(1 O)
0 0
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