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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Soient les matrices A =





1 1 1
0 1 1
0 0 1



, B =





a b 0
0 a b

b 0 a



. Calculer les puissances des

matrices A et B.

Solution : On écrit A = I3 + J avec J =





0 1 1
0 0 1
0 0 0



. On calcule J2 =





0 0 1
0 0 0
0 0 0



 et J3 = 0.

En appliquant le binôme, An = I3 + nJ +
n(n− 1)

2
J2.

On écrit B = aI3 + bP avec P =





0 1 0
0 0 1
1 0 0



. Alors P 2 =





0 0 1
1 0 0
0 1 0



 et P 3 = I3. En

appliquant la formule du binôme, Bn = αI3 + βP + γP 2 avec α =
∑n

k=0,k=3p a
n−kbk

(

n

k

)

,

β =
∑n

k=0,k=3p+1
an−kbk

(

n

k

)

et γ =
∑n

k=0,k=3p+2
an−kbk

(

n

k

)

.

Pour calculer ces trois sommes, on développe (a+ b)n, (a+ jb)n et (a+ j2b)n. On trouve ainsi







α + β + γ = (a+ b)n

α + βj + γj2 = (a+ jb)n

α + βj2 + γj = (a+ j2b)n
.

Soit V =





1 1 1
1 j j2

1 j2 j



, X =





α

β

γ



 et D =





(a+ b)n

(a+ jb)n

(a+ j2b)n



. Posons aussi V =





1 1 1
1 j2 j

1 j j2



. On

1



a V V = 3I3, donc X =
1

3
V D, soit























α =
1

3

(

(a+ b)n + (a+ jb)n + (a+ j2b)n
)

β =
1

3

(

(a+ b)n + j2(a+ jb)n + j(a+ j2b)n
)

γ =
1

3

(

(a+ b)n + (ja+ jb)n + j2(a+ j2b)n
)

.

Autrement dit Bn =





α β γ

γ α β

β γ α





=
1

3





(a+ b)n + (a+ jb)n + (a+ j2b)n (a+ b)n + j2(a+ jb)n + j(a+ j2b)n (a+ b)n + (ja+ jb)n + j2(a+ j2b)n

(a+ b)n + (ja+ jb)n + j2(a+ j2b)n (a+ b)n + (a+ jb)n + (a+ j2b)n (a+ b)n + j2(a+ jb)n + j(a+ j2b)n

(a+ b)n + j2(a+ jb)n + j(a+ j2b)n (a+ b)n + (ja+ jb)n + j2(a+ j2b)n (a+ b)n + (a+ jb)n + (a+ j2b)n
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