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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

On considère la matrice J ∈ Mn(R) remplie de 1 :

J =







1 . . . 1
... 1

...
1 . . . 1







1. Calculer J2 puis pour k ∈ N, Jk.

2. J est-elle inversible ?

3. On considère la matrice

A =





1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1





Calculer les puissances successives de A.

Solution :

1. J2 = nJ puis par récurrence, pour k > 1, Jk = nk−1J .

2. Puisque J
2 = nJ , il vient que J(J − nI) = 0 et alors si J était inversible, en multipliant à

gauche par J−1, on aurait J = nI ce qui est faux pour n > 2.
Remarque : La matrice J est visiblement de rang 1.

3. Écrivons A = 2I − J et en utilisant le binôme (I et J commutent), on trouve pour n > 1
que

A
n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

2n−k(−1)kJk = 2nI +
(

n
∑

k=1

(

n

k

)

2n−k(−1)k3k−1

)

J

1



Mais
∑n

k=1

(

n

k

)

2n−k(−1)k3k−1 =
1

3

(

∑n

k=0

(

n

k

)

2n−k(−3)k − 2n
)

=
(−1)n − 2n

3
. Et fina-

lement,

A
n = 2nI +

(−1)n − 2n

3
J.
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