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Exercice 0.1

b o.¢ Formules des sinus, d’Al-Kashi, de Héron

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC non aplati de sens direct (c’est-a-dire
qu’on passe du point A au point B, et du point B au point C' en tournant dans le sens direct)
. On note : a = BC, b:CA,c:AB,A\ZmE, f?z@, C = ACB et o I'aire de ABC.

On note aussi R le rayon du cercle circonscrit & ABC, r le rayon du cercle inscrit 4 ABC' et
p=3%(a+b+c) le demi-périmétre de ABC.

1. Montrer que det (zﬁ, ﬁ) = det (B?, ﬁ) = det (CTZL C@) =247

2. En déduire la formule des sinus :

c abe

a b
= = —~ = —~ = — =2R.
sinA sinB sinC 24
3. Prouver les formules d’Al-Kashi :

a?=b>+ - 2bccos/Al, V¥ =c+a® - 2cacosl§, ? =a?+b? — 2abcos B
Ces formules généralisent la formule de Pythagore dans un triangle quelconque.
4. Déduire des deux derniéres questions la formule de Héron :

1 L abe
o = besinA = = Vep—a)(p—b(p—c)=rp
Solution :

1. Chacun des 3 déterminants est égal, le triangle étant direct, 4 2.o7.

2. Par définition du déterminant et utilisant les égalités précédentes, on a :

|23] |4 sm 2 = |5} |54

c’est-a-dire :

s~ o3

sinC = 2./

besin A = acsin B = absin C = 2.¢7.




En divisant ces derniéres égalités par abc, on obtient :
sin A B sin B _ sinC 24

a b ¢ abc’

Par ailleurs, si on note I le milieu de [BC] et O le centre du cercle circonscrit & ABC, Iangle
inscrit BAC' intercepte le méme arc de cercle que 'angle au centre BOC'. Par conséquent :
BOC = 2BAC = 2A. Par ailleurs, comme OB = OC, le triangle BOC est isocele en O

et BIO est rectangle en I. Dans ce dernier triangle, on peut écrire : sin BOI = >g, Ce qui
amene : — g =2R.

Sin
.Ona:

@ = |52]
_ BC.BC
_ (Eﬁ@).(ﬂufé)
_ BA.BA — 2AB.AC + AC.AC

WH - 2|[ B |[4€]) cos 50 + |22

¢® — 2bccos A + b2
On obtient les deux formules suivantes par permutations des lettres a, b et c.

. Les deux premiéres égalités découlent directement des résultats établis dans la seconde
question . Si K désigne le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC et si K4, Kp,
K¢ désignent respectivement lintersection de ce cercle avec les cotés [BC), [AC], [AB] de
ABC alors KK, KKp, KK¢ sont les hauteurs respectives des triangles K BC, KAC' et
K AB et ces hauteurs sont toutes de longueur r. Les aires de ces trois triangles sont donc
respectivement 4, ¥ et <£. Comme ces trois aires partitionnent celle du triangle ABC, on

,7et 5 -
a:;z{:%—l—%r—l—c;:W:pr.Eﬂﬁn,ona:

o = %bcsinﬁ

— %bc\/ 1—cos2 A
= ébc\/(l — cos/Al) (1 + cos 2)

1 a?—b%—c? a?—b%—c?
(1 — 7> (1 + T) par application des formules d’Al-Kashi
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= l\/(217c—a2—I—l)2—|—02)(2bc—|—a2—172—62)
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_ i\/((u ) — a2) (a2 — (b—c)?
- VOFI T (G- (a-b-a)(at -0
— \/ (—a+b+c)(a+b+c)(a—b+c)(a+b—c

)
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a+b+c a+b+c—2a a+b+c—2b a+b+c—2¢c
2 2 2 2

= Vplp—a)(p—b)(p—c)
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