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Exercice 0.1 ) & o ¢ Pas de titre

1. Soit n € N, Démontrer qu’il existe un unique polynéme U, (X) € Z[X], de degré n, vérifiant
VY € R, sind .Uy (cos?) = sin (n + 1)9.

Démontrer que

Un+1(X) + Un_l(X) = 2XUn(X) (*)
Démontrer que
Vn>1,Vp 21, Upp=U,Up —Up_1Up—1 (xx).
2. Soit
2¢ 1 0 0
1 2z 1
Bu(x) = | ¢ 0
1 2z 1
0 0 1 2z
) kmw . . . .
Démontrer que pour x # cos ?,Bn(:zr) est inversible et son inverse est la matrice
n
symeétrique définie par
U1 (2)Up—j(2) o
;o itg Yi n—j
b, ;= (=1)"" ————————= pouri < j

U, (x)

et
i ()it Uimi@)Un—i(x)
b (-1) U (o)

i pour ¢ = j.



Solution :

1. Existence : On l’établit par récurrence. On peut prendre Up(X) =1, Ui (X) =2X,
et puisque sin (n + 2)9 + sinnd = 2 cos¥sin (n + 1)9 on a nécessairement

sin ¥ Up41(cos®) + sint Uy,—1(cos ¥) = 2 cos I sin v Uy, (cos 9).

Donc on choisit Uyy1(x) = 22U, (z) — Up—1(x) sur [—1;1]. On en déduit que les U,, sont
des fonctions polynémes, appelés polynomes de Tchebychev (de deuxiéme espéce). Les po-
Iynomes U, (X) ainsi construits conviennent et appartiennent a Z[X].

Unicité : La différence de deux tels polynémes s’annulerait sur [—1; 1] ce qui donne I’unicité.
On a bien entendu

Uni1(X) + U,—1(X) = 2XU,(X). (%)

U, est de degré n par une récurrence immeédiate.

k
Les &, = cos (%) ,1 < k < n sont les n racines distinctes de U,.
n
Enfin, en utilisant trois fois sinasinb = % (cos(a — b) — cos(a + b)), on a d’une part :
sin® 9U,,4p(cos ) = sinIsin(n + p + 1) = % cos(n + p)d — é cos(n + p + 2)0,
et d’autre part :
sin® YU, (cos 9)U,, (cos V) — sin® 9U,_1(cos V) Uy,—1(cos ) = sin(p + 1)d sin(n + 1)9 — sinpd s
1 1
=5 cos(p —n) — 5 cos(p+n+2)
1 1
=5 cos(p — n)d + 5 cos(p+n)
1 1
=5 cos(p +n)d — > cos(p — n)d
On a bien établi (**)
2. Soit 1 < i< j<n (en posant U_i(x) = 0 dans le cas ou j =n)
D b bk = b j_1bj 1 + ] b+ b jabirs = b j_1bjo1 + 2wb 5 + b5y
k=1

(=) U1 + (=1)"922U;_1Up_j + (= 1) Uy o
U, (x)

_ (—1)ii1 Ui—1 (Un—jt+1 = 22Up—j + Un—j—1)

Un(z)

=0.

d’apreés (x) ou I'on remplace n par n — j.

nnv



Pour i = j (en posant U_(z) = 0 dans le cas ot j =n et donc b}, ,, ., =0)

n
Z by kbryi = bl 1bic1i + b5 b + 0] abig1,e = ;b1 + 2xb] ;4 by s

k=1
_ UisUn—i + 20U 1Un—i = Uim1Un—i—1
; Un(z)
1
= ~U; 2Up—i + U1 22Uy —; + Up—i—
Oy (Vi ni Ui (it Onoict)
- (=Ui—oUp—i + U;—1Up—; )—LU i+1+i—1 d’aprés (#x*)
= Un(a?) i—2Un—i i—1YUn—i+1) = Un(I) n—i+14i—1 P
1
= U,=1
U, (x)
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