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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit une matrice A ∈ Mn(R) antisymétrique. On pose M = I +A.

1. Soit une matrice colonne X ∈ Mn,1(R). Calculer la matrice XTAX

2. En déduire que la matrice M est inversible.

Solution :

1. Si A = (aij) alors XTAX =
∑n

i=1

∑n

j=1
aijxixj . Comme A est antisymétrique, pour tout

i 6= j ajixixj = −aijxixj et aii = 0. Alors XTAX = 0 .

2. Soit X ∈ Mn,1(R). Alors

MX = 0 ⇒ XTMX = 0 ⇒ XT (I +A)X = 0 ⇒ XTX +XTAX = 0 ⇒ XTX = 0

en vertu de la première question. Mais si X = (xi), X
TX =

∑n

i=1
x2

i et XTX = 0 implique

que ∀i ∈ J1, nK, xi = 0 et que X = 0. On en déduit que M est inversible.
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