Pas de titre

Alain Soyeur!, Emmanuel Vieillard-Baron?, and Francois Capaces®

'Enseignant en CPGE, Lycée Pierre de Fermat, Toulouse
2Enseignant en CPGE, Lycée Kléber, Strasbourg
3

b

22 septembre 2021

Exercice 0.1 * % Pas de titre
Déterminer suivant la (ou les) valeur(s) du (des) paramétre(s) le rang des matrices :

1—a 0 0 1 1 1
1. A= -1 2—-a 1 4. D = a b c
2 0 3—a a> b 2
1 1 1
2. B= b+c c+a a-+bd a b 00 O
be ca ab 0 a b 0 0
1 cosf cos26 5. F = 0 0a b O
3. C= cosf  cos20 cos30 0 00 a b
cos26 cos360 cosdf b 00 0 a
Solution :
1.
1—a 0 0 ‘ 1-a -1 2 . . 9_ 4 0 .
rg| -1 2-a 1 manpe e[ 0 2-a 0 | ZEEL 1—|—rg( . _a) R
2 0 3—a 0 1 3—a
2—a 1 sia#R2
1+rg( 0 3—a> =2+4+r1g(3—a)
De plus, on vérifie facilement que si a = 1 ou a = 2 alors rgA = 2.Donc rg A =
2 sia=1,2 ou 3
3  sinon '
2.
Lo+ Ly — 14
1 1 1 transpo. 1 b+c bc Ly« Ly — I, 1 b+ec be
rg| b+c c+a a+b | —m———rg|l c+a ca rg|0 a—b|cla=0)| =
be ca ab 1 a+b ab 0 a—c |bla—2c)
= /(I—b (‘((I—b\\ siaZbetaZc T /1 (‘\_ 3 sib;«éc
gka—c b(a—c))— gkl b)_12 sib=c

1



En utilisant les symétries de la matrice, on en déduit que rgB =
1 sia=b=c
2 si deux parmi les trois nombres a, b et ¢ sont égaux et le troisiéme diftérent
3 sib#c et a#b et a#c
3.8i0#0 H
2
L2<_L2—C080L1
1 cosf cos20 Ls < Lz — cos 201, 1 cos cos 20
rg | cosf cos20 cos30 rg| O cos 20 — cos? 0 cos3f4 —cosfcos20 | =
cos20 cos30 cosdf 0 cos360 — cos26cosf cosfd — cos? 20
Lo
L
2 —ginf
Ls
1 cosf cos 20 Ls 90 1 cosf cgs26
rg| O —sin? 0 — sin 20sin 0 — o rg [ 0 sing sip2s | Zetlecle
0 —sin20sinfd  —sin®20 0 sinf sin260
1 cps@ cos20
rg|[ O sinf sin20 | =2.
0 |0 0
Par ailleurs siﬁzO[g},rgC:Z
4.
11 1 1 2\ 2ol 2
a a Ly<+ L3 —L @ ¢ —a b —a?
rg|l a b c =rg| 1 b b2 E L = 0 b—a b*—a? :1+1g(lc7_z 16)2_22)
a®> b 2 1 ¢ c? 0 c—a c—a?
sib#aetc#a 1 b+a Lo<Lo—1L; 1 b+a . . 3 SiC#b
——1+rg<1 c+a>—71+rg<0 b =2+rg(c4b) = 5 sic—b
En utilisant les symétries de la matrice, on en déduit que rgD =
1 sia=b=c
2 si deux parmi les trois nombres a, b et ¢ sont égaux et le troisiéme différent .
3 sib#c et a#b et aFc
5. Supposant a # 0 et b #0 :
a b 0 0 O a b 0 0 O g b 0 0 O
OabOOLLbL OabOOLLbQL 0f «a b 0 O
gl 00 a b 0 |22 0]l 0 0 a b 0 | ==E2EEE ol 0l 0 a b O
0 0 0 a b 0 0 0 a b o0 0 0 a b
b 0 0 0 «a 0 —b 0 0 a? o 0 »¥ 0 a
a b 0 0 0 a b 0 O 0
Ls<aLs—b3Ls Ve w0 Ls<aLs+b*Ly U @ v 5 sia®+b5#0
:rg O O a b O :rg O O a b O = . 5 5
000 a b 000 a b 4 sia”+0°=0
0 0 0 -—p*+ g4 00 Q0 0 BLgd
A 7 A ; 7



En résumé, (et dans le cas ot a et b sont réels) : rg (F) = 0 si a et b sont non nuls. rg (E) =5
si a ou b est nul mais pas en méme temps. rjgF =4 sia=1etb=—1ousia=—1 et
b = 1. Dans tous les autres cas rg (E) = 5.
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