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Exercice 0.1 b ¢ Un produit scalaire sur I’espace des matrices carrées

Soient deux matrices A, B € M, (R). On note
< A, B >=Tr(AB")

Calculer < A, B > en fonction des coefficients de A et B.

Vérifier que < A, B >=< B, A >

On note ||A|| = /< A, A>. Montrer que |A|| =0 <= A =0.

Montrer que A —< A,B > et B —< A, B > sont des formes linéaires sur M, (R).
Montrer que |< A, B >| < || 4| || Bl

On a prouvé que <,> est un produit scalaire sur M, (R), voir le chapitre ??. L’inégalité

prouvée dans la derniére question n’est autre que celle de Cauchy-Schwarz. Voir le théoréme 77
page 77.
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Solution :
1. On utilise la formule du produit matriciel. Si A = (a;;) et si B = (b;;) Pour tout i,j € [1,n],

[ABT],, = 34—y aibsi, donc| < A, B >=Tr (ABT) =Y > " aubix |
i=1 k=1

2. C’est évident d’aprés la formule précédente.

3. On utilise 4 nouveau la formule précédente : | A||* = 27, S>%_, a?,. Le résultat en découle
immeédiatement.

4. On montre facilement la linéarité de A —< A, B > en utilisant la linéarité de Tr. D’apreés
la question 2., B —< A, B > est aussi linéaire.

5. Pour tout t € R,

0<||A+tB|> =< A+tB,A+tB>=|B|’t*+2< A,B>t+|A|”.




On obtient ainsi un trinéme du second degré en t. Son discriminant est A =< A, B >2
—lA|I? |B||*>. Comme ce trinéme est positif, il admet au plus une racine réelle et donc
A < 0. On en déduit que < A, B >2 — ||A||* | B||> < 0 et donc que |< A, B >| < ||A| | B]|.
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