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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Trouver toutes les formes linéaires ϕ sur Mn(K) vérifiant

∀(A,B) ∈ Mn(K)2, ϕ(AB) = ϕ(BA)

Solution : Soit ϕ une telle forme linéaire. Avec des matrices élémentaires, il vient pour tout

i, j, k, ℓ ∈ J1, nK, ϕ (EijEkl − EklEij) = 0 soit ϕ (δjkEil − δℓiEkj) = 0. Si j = k et i 6= ℓ il

s’ensuit que ϕ (Eiℓ) = 0. Et si j = k et i = ℓ alors ϕ (Eii − Ejj) = 0. Donc ϕ est nulle sur

tous les vecteurs Eiℓ de la base canonique tel que i 6= ℓ et constante sur ceux tels que i = ℓ.

On en déduit que pour une matrice A = (aij) ∈ Mn(K) alors ϕ (A) = γ
∑n

i=1
aii = γ Tr (A) où

γ = ϕ (E11). Donc ϕ ∈ Vect (Tr). Réciproquement, si ϕ est proportionnelle à la trace, alors ϕ

vérifie ∀(A,B) ∈ Mn(K)2, ϕ(AB) = ϕ(BA).
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