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Exercice 0.1 2. 0. ¢ Pas de titre
1. Soient i, j,k,l € [1,n] et E; ;, Ey,; les matrices élémentaires de M,, (K) correspondantes.
Calculer E; j x Ey .

2. Soit une matrice A € M,,(R). On suppose que A commute avec toutes les matrices diago-
nales. Montrer que A est une matrice diagonale.

3. Trouver les matrices A € M, (R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques.

Solution :
1. On vérifie facilement que E; j X Ej, o = 05, F; ¢

2. Notons A = ((a;,;)). Soit k € [1,n]. Comme A commute avec la matrice Ej,y, on a

ABpr =Y

i=1 j=1
et
n n
ExpA=0;i;E;Boe =) Y i;ExkEi;
i=1 j=1
et donc

n n
E ai kB = E ki Ek,j;
=il =

Ceci pour tout indice k.

Comme le membre de gauche est une matrice nulle sauf peut-étre sur la k-iéme colonne et
le membre de droite, une matrice nulle sauf peut-étre sur la k-iéme ligne. On en déduit que
pour i # k, a; , = 0 et donc que A est une matrice diagonale. La réciproque est claire.




3. Soit une matrice A = ((a;,;)) qui commute avec toutes les matrices symétriques. Soit k €
[1,n]. La matrice Ey ), est symétrique, et on calcule

n n n n n
AEy, = Z Zai,jEi,jEk,k = Z Z ai 05 kB = Z ai k1 Ei i
=1

i=1 j=1 i=1 j=1

n n n n n
BuA=Y" a:i;Ex1Bij = > Y i;0kiBr; =Y an ;B
=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Par conséquent, les coefficients de la matrice AEy j, sont nuls, sauf sur la k-iéme colonne ot
ce sont les coefficients de la k-iéme colonne de la matrice A. De méme, les coefficients de
la matrice Ey, A sont tous nuls sauf sur la k-iéme ligne, ou I'on retrouve les coefficients de
la matrice A. Puisque AEy ) = Ey A, on en déduit que V(i, k) € [1,n]?, i # k = a;) =
ar,; = Og. La matrice A est donc nécessairement une matrice diagonale : A = Z?:l diE; ;.
Considérons ensuite pour (k,¢) € [1,n]?, k # ¢, la matrice symétrique S = Ey ¢ + Ey . On
calcule

AS = Z d;E; iE ¢+ Z diF; ;Ep g = diEy o + deEp g

=1 =1

n n
SA = Z diEg o E; i + Z diEyw B i = deFro + dpEe
i=1 i=1
Puisque le systéme (Ej ¢, E¢ 1) est libre, on trouve que dy = dy. En définitive, la matrice
A doit étre une matrice scalaire : Ja € K tel que A = al,,. Réciproquement, une matrice
scalaire commute avec toute matrice, donc avec toute matrice symétrique.
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