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Exercice 0.1 ) & ¢ Pas de titre

Soit Iapplication
] RIX] — RI[X]
’ P +~— P—-XP

Montrer que ¢ est un endomorphisme. Déterminer son noyau et son image.

On montre facilement que @ est linéaire. Soit un polynéme P € Ker . Si P # 0, on

Solution :
peut écrire P = ap, X" + an_1 X" ' + .- +ag avec a,, # 0. Alors P = XP' d’oit a, X" + -

nan X" + .... En identifiant les termes de plus haut degré, on trouve que a,(1 — n) = 0. Donc,
puisque a, # 0, n=1. Maissin =1, P =aX + b et alors P=XP' = b=0. Donc P = aX.
Réciproquement, si P = aX, (a € R), on a bien P = X P’'. En conclusion, | Ker ¢ = Vect(X) ‘
Déterminons Im . Soit @ = > p._, b X* € Im . Alors il existe P € R[X] tel que P—X P’ = Q.
En examinant les degrés, il faut que deg P = n. Posons P = >}'_, axX". On doit donc avoir
VEk € [0,n], (1 — k)ar, = bi. Une condition nécessaire pour que @ € Im¢ est donc que by = 0.

b
Réciproquement, si by = 0, en posant ay = ﬁ pour k # 1 et a; =0, on a bien p(P) = Q. En

Im(p:{an"+~-~+b0;b1:O}‘.

conclusion,
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