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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit n ∈ N
∗, E = Rn[X ], Em(X) =

(

n

m

)

Xm(1−X)n−m.

Exprimer la base (1, X, . . . , Xn) dans la base (E0, E1, . . . , En).

Solution : On considère ϕ :

{

E −→ E

Xm
7−→ E∗

m

avec E∗

m = Xm(1 − X)n−m = (1 −

X)n
(

X

1−X

)m

. Donc ϕ(P ) = (1 −X)nP

(

X

1−X

)

= Q(X).

En posant Y =
X

1−X
, on a X =

Y

1 + Y
et donc 1−X =

1

1 + Y
.

Comme P

(

X

1−X

)

=
1

(1−X)n
Q(X) on a P (Y ) = (1 + Y )nQ

(

Y

1 + Y

)

.

Les (E∗

m)
06m6n forment une famille de E échelonnée en valuations. C’est donc une base de E. ϕ

est une bijection, de bijection réciproque ψQ 7−→ (1 +X)nQ

(

X

1 +X

)

.

On peut le vérifier directement :ψ (E∗

m) = (1 + X)n
(

X

1 +X

)m (

1−
X

1 +X

)n−m

= Xm(1 +

X)n−m

(

1

1 +X

)n−m

= Xm.

Maintenant ψ(Xk) = (1 + X)n
Xk

(1 +X)k
= Xk(1 + X)n−k = Xk

n−k
∑

m=0

(

n− k

m

)

Xm =

n
∑

p=k

(

n− k

p− k

)

Xp =

n
∑

p=k

(

n− k

p− k

)

ψ
(

E∗

p

)

.

Donc puisque ψ est bijective, Xk =

n
∑

p=k

(

n− k

p− k

)

E∗

p =

n
∑

p=k

(

n−k

p−k

)

(

n

p

) Ep =

n
∑

p=k

(

p

k

)

(

n

k

)Ep.

On peut le vérifier directement :
n
∑

p=k

(

n−k

p−k

)

(

n

p

) Ep =

n
∑

p=k

(

n− k

p− k

)

Xp(1 − X)n−p =

n−k
∑

m=0

(

n− k

m

)

Xm+k(1 − X)n−m−k =

1



Xk

n−k
∑

m=0

(

n− k

m

)

Xm(1−X)n−k−m = Xk.
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