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Exercice 0.1 2. 0. ¢ Pas de titre
On pose Py =1 et pour tout k € [1,n], on pose

P X(X—l)..k.!(X—k—i—l).

1. Montrer que & = (Py, ..., P,) est une base de R, [X].
2. Montrer que : V1 € Z, Vke]0,n[, Py(l)€Z.
3. Déterminer I'ensemble des polynoémes P de R,, [X] vérifiant : Vi € Z, P (i) € Z.

Solution :
1. Pour tout k € [0,n], deg P, = k. On reconnait une famille étagée en degré, on en déduit
que & est une base de R, [X].
2. 8i k = 1, le résultat est évident. Supposons k > 1. Si | > k alors : Py (l) =
Il-1)...(l—k+1)
k!

= (l>.Sil€[[O,k—1]] onaPk(l)=@etenﬁnsil<O, on

a: —(=[=1)...(= | - k+1)

k!

() +1)... ()| +k—1)
= !

B o (1 ET

Dans chacun des trois cas, Py (1) € Z.

3. Soit P € R,, [X] vérifiant : Vi € Z, P (i) € Z. Dans la base &, P s’écrit : P =% ,_, arPy
avec ap € R. Mais, P (0) = ag donc a9 € Z. De méme P (1) = ag + a1 donc a1 € Z.

Py (1) =




Supposons que ag, ay,...,a; € Z pour k € [1,n — 1] et montrons qu’il en est de méme de
ap+1- On a :
Pk+1)= Pyk+1)+aPA(k+1)+ - +arPs(k+ 1)+ ars1Poy1 (K +1)
= Pok+1)+aiP(k+1)+ - +arPp (k+1)+ar:

€7

et comme P (k + 1) € Z, il en est de méme de ay1. On montre ainsi que tous les coefficients
de P sont entiers. Réciproquement, un polynéme dont les coordonnées dans la base & sont

entiéres est a valeurs entiéres sur les entiers. En résumé, ’ensemble recherché est | Z,, [X]|.
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