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Exercice 0.1 * % Pas de titre
1. Pour tout k € [0,n], on pose P, = (X +1)"t" — X*+1 Montrer que la famille 2 =
(Py, ..., P,) est une base de R,, [X].

2. En étudiant la preuve de la question précédente, déterminer une condition suffisante pour
qu’une famille (Qo, ..., Q) de polynémes de R,, [X| forme une base de R,, [X].

3. En utilisant ce critére, montrer que la famille Z = (Ry, ..., R,) ou, pour tout k € [0, n],
Ry = (X —a)" + (X +a)*, a € R forme une base de R, [X].

Solution :

1. En utilisant la formule du binéme, on calcule facilement que, pour tout k € [0,n], P, =
Zf:o (*t1)X?. On a en particulier deg P}, = k et on reconnait une famille de R, [X] étagée

K2
en degré. Donc elle est libre et comme son cardinal est égal a la dimension de R,, [X], elle

forme une base de R,, [X].

2. L’argument clé dans la démonstration précédente est que : Vk € [0,n], deg P, = k. Une
famille de n + 1 polynémes de R,, [X] vérifiant cette propriété forme toujours une base de
R, [X].

3. II est clair que pour tout k € [0,n], deg Ry = k. La famille # forme donc une base de
R, [X].
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