Dual d’un K-espace vectoriel
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Exercice 0.1 * Dual d’un K-espace vectoriel
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et E* le K-espace vectoriel des
formes linéaires sur E, appelée dual de E. Montrer que E et E’ sont des K-espace vectoriel
s isomorphes.

Solution : Considérons e = (ey,...,e,) une base de E. Pour tout i € [1,n], on note e la forme
linéaire sur E définie par e} (e;) = J; ;. On va montrer que la famille e* = (e1,...,ey,) est une
base de E* appelée base duale de la base FE.
— La famille e* est libre. En effet, si a1,...,a, € K sont tels que ¢ = Z?:l oze; = 0 alors
pour tout i € [1,n], ¢(e;) = a; = 0.
— La famille e* engendre E*. Soit ¢ € E*. Posons «; = ¢ (e;). Alors, on vérifie que ¢ =
ZZ:l a;ef. En eﬂ”e:;l, siz =Y viei, (@) = > viple)) = D vio. Mais on a aussi
Dic1 el (T) = D0 aiie

Les K-espace vectoriel s E et E* sont alors de méme dimension et donc isomorphes.
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