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Exercice 0.1 ). 8.0 ¢ Pas de titre
On considére un K-espace vectoriel de dimension finie et un endomorphisme v € L(E).
Montrer qu’il existe un automorphisme v € GL(E) et un projecteur p € L(E) tels que u = vop.

Solution : Siu est inversible, il suffit de prendre v = u et p = idg. Sinon, notons r = dim Ker u.
D’apreés la formule du rang, on an —r = dim(Im u) . Considérons une base (e1, ..., e,) de Keru
et complétons-la en une base e = (e1,...,€r,€r41,...,6,) de E. Posons fr11 =u(ert1),.--, fn =
u(en). On vérifie que cette famille est libre. Soient a,41,...,a, € K tels que apiq fry1 + -+ +
anfn =0 alors u(app1€r41 + -+ anen) =0 et appr1er41 + -+ ane, € Vect (€ry1,...,€n)
Keru = {0}. Donc ayy1€r41 + -+ + ane, = 0 mais comme (ep41,...,6e,) est libre, a,41 =

- = ap, = 0. On compléte alors cette famille en une base f = (f1,..., fry fr+1,---, fn) de
E. Définissons alors p le projecteur sur Vect(e,y1,...,e,) donné par p(e;) = 0 si i € [1,7]
et p(e;) = e; sii € [r+ 1,n]. Définissons aussi I'application linéaire v par v(e;) = f; pour tout
i € [1,n]. Comme v envoie une base de E sur une base de E, v est inversible. On vérifie facilement
en calculant I'image des vecteurs de la base e que v o p = u.
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