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Exercice 0.1 * % Pas de titre
Soit un K-espace vectoriel E et deux sous-espace vectoriel E1, Es de E. Montrer que :

(Jue L(E) |Keru= FE; et Imu = E») <= (dim E = dim F; + dim E»)

Indication 0.0 : Pour la réciproque,construire une base de E en complétant une base de Fj.
Définir alors u en se donnant I'image de cette base.

Solution :

— | (i) = (i1) | : Le sens direct est une conséquence directe de la formule du rang : dim E =
dim Keru + rgu = dim F; + dim FEs.

— | (7)) = (i) | : si By = {0}, alors dim E» = dim F donc E; = E. En posant u = id, on vérifie
que u convient. De méme si Es = {0}, u = 0 convient. Supposons maintenant que E; # {0}
et By # {0}. Alors, il existe une base (e1,...,e,) de Eq (ou p = dim E ). Complétons cette
base en une base de E : e = (e1,...,€p,€pt1,-..,6,). Comme dim Es = n — p, il existe une

base f de E de la forme (fpi1, ..., fn). Définissons alors u en se donnant I'image de la base
e:

Vi e [[lvp]]vu(ei> = 07 Vi e [[p+ 1anﬂau(ei) = fiJrl

Alors, Vx € Ey, u(z) =0 donc Ey C Kerwu. Soit « € Keru, décomposons x dans e.
T =1x1€1+ -+ Tpep + Tpri€pt1 + -+ Tpey

w(x) = Tpy1 fpr1+- -+ Tnfn = 0. Mais comme f est libre, il vient que zpy1 =--- =2, =0
et donc que x € Ej.

D’autre part, Imu = Vect(u(e1), ..., u(en)) = Vect(fpr1,... fn) = Eo.
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