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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit un K-espace vectoriel E et deux sous-espace vectoriel E1, E2 de E. Montrer que :

(∃u ∈ L(E) | Keru = E1 et Imu = E2) ⇐⇒ (dimE = dimE1 + dimE2)

Indication 0.0 : Pour la réciproque,construire une base de E en complétant une base de E1.
Définir alors u en se donnant l’image de cette base.

Solution :

— (i) ⇒ (ii) : Le sens direct est une conséquence directe de la formule du rang : dimE =

dimKeru+ rg u = dimE1 + dimE2.

— (ii) ⇒ (i) : si E1 = {0}, alors dimE2 = dimE donc E2 = E. En posant u = id, on vérifie

que u convient. De même si E2 = {0}, u = 0 convient. Supposons maintenant que E1 6= {0}
et E2 6= {0}. Alors, il existe une base (e1, . . . , ep) de E1 (où p = dimE1). Complétons cette
base en une base de E : e = (e1, . . . , ep, ep+1, . . . , en). Comme dimE2 = n− p, il existe une
base f de E2 de la forme (fp+1, . . . , fn). Définissons alors u en se donnant l’image de la base
e :

∀i ∈ J1, pK, u(ei) = 0, ∀i ∈ Jp+ 1, nK, u(ei) = fi+1

Alors, ∀x ∈ E1, u(x) = 0 donc E1 ⊂ Keru. Soit x ∈ Keru, décomposons x dans e.

x = x1e1 + · · ·+ xpep + xp+1ep+1 + · · ·+ xnen

u(x) = xp+1fp+1+ · · ·+xnfn = 0. Mais comme f est libre, il vient que xp+1 = · · · = xn = 0
et donc que x ∈ E1.

D’autre part, Imu = Vect(u(e1), . . . , u(en)) = Vect(fp+1, . . . fn) = E2.
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