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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n et deux endomorphismes (u, v) ∈ L(E).
Montrer que

rg u+ rg v 6 rg(u ◦ v) + n

Indication 0.0 : On pourra étudier la restriction ũ de u à Im v et montrer que Im ũ = Im(u◦v)
et Ker ũ = Keru ∩ Im v, puis appliquer le théorème du rang à ũ.

Solution : Considérons la restriction de u à Im v : ũ = u| Im v
. On vérifie facilement que

Imu ◦ v = Im ũ et que Ker ũ = Keru ∩ Im v. En appliquant le théorème du rang à ũ, on trouve

que

dim(Im v) = dim(Keru ∩ Im v) + rg(u ◦ v)

Mais dim(Keru ∩ Im v) 6 dim(Keru) et donc, en appliquant le théorème du rang pour u, on

trouve que

rg v 6 (n− rg u) + rg(u ◦ v)
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