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Exercice 0.1 * * Pas de titre
Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n, un vecteur xo de E et un endomorphisme
f € L(E) tel que (f(zo), f*(z0), ..., f"(x0)) soit libre.
1. Montrer que la famille (xq, f(xo),- .., f*~(x0)) est une base de E.

2. Montrer que f est inversible.

Solution :

1. Soit ag,...,an_1 € K tels que Z?:_()l a;f'(zg) = 0. Alors f (Z;:Ol a; f? (:EO)) = 0 ce qui
sécrit aussi Y7 ;i f"T (z0). Mais la famille (f(xo), f2(20), .-, f™(x0)) est libre donc
ag == ay_1 =0 ce qui prouve que la famille (zo, f(zo), ..., " *(z0)) est libre

2. Comme dim E = n, les familles (zo, f(x0), ..., f" 1(x0)) et (f(xo), f*(x0),- .-, f™(z0)) sont

des bases de E. Comme I'image de la premiére base par f est la seconde base, f est forcément
inversible.
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